VECTORES

Vector fijo: esun segmento cuyos extremaos se dan en cierto orden . Se smbolizan dela

®
Sguienteforma: AB .

Caracteristicasde un vector fijo:

PR ®
1°Médulo : eslalongitud de segmento AB . Sesimbolizapor /AB/
2° Direccion : esladeterminada por larecta que pasapor A 'y B, seindicar mediante d

angulo que forma con una semirecta conocida, normalmente e ge OX+ .
® ®
3 Sentido : esd de origen A d extremo B , esdecir no eslomismo AB que BA , yaque

tienen mismo médulo y direccidn , pero distinto sentido .

Componentes de un vector :
®
S A(X , X2) Y B(y1, Y2) entonces las componentes del vector AB seran los nimeros reales y;

A ®
- X eYo- X%,y seescribe AB= (Vi - X, Yo - %) .
No se debe confundir |as "coordenadas de un punto” , con |las "componentes de un vector"” .

Calculo delas componentes de un vector :

r De lafigura se deduce que:
b a=rcosa
b=rsena
Dividiendo :
a tga =b/a
Por Pitégoras :
r=a+bf

D

Ejemplo: S A(3,1) y B(-2, 4) cacular : ( Hacer un dibujo paraaclararse)
®
a) Componentesde AB= (-5, 3)

®
b) Médulo de AB= (-5 + 3 =+/34
C) Direccion: tga = 3-5pb a = arctg 3/-5=-31°6 149 yaquetga =tg(180 + a)
Es decir ladireccion eslade larecta que forma - 31° 6 149° con € gje OX+
d) Sentido : puesto que (-5, 3) pertenece d segundo cuadrante elegimos 149° .

Ejemplo : S un vector tiene 4 cm de moédulo y forma un dngulo de 30° con € ge OX+
cacular sus componentes:

3

a=4- 00530°=4-7

b=4.sen30°=4.1/2=2
Nota :con los datos del problemano se puede calcular las coordenadas del origen'y extremo .



Ejercicio : El origen de un vector fijo esd punto A(-1, 2) , sumédulo esde 3cmy d angulo
gueformacon & ge OX+ es5p/3 . Cacular las componentes del vector y las coordenadas
del extremo B .

Vectores equipolentes:
Dos vectores fijos se dicen equipolentes S tienen € mismo médulo , direcciony sentido , 0
dicho de otraforma, dos vectores son equipolentes cuando tienen las mismas componentes .

Vector libre:

Se llama vector libre a cada vector fijo junto con todos sus equipolentes.

//
//

Asi pueslafrase: " d vector libre (3, 4)" Sgnificalo mismo que "€ conjunto de vectoresfijos
de componentes (3, 4)"
Un "representante” de un vector libre es uno cuaquiera de los vectores fijos que lo forman .

® ®
Un vector libre representado por € vector fijo AB sesmbolizapor { AB} o por unaletra
®
minUsculao en negrita: a 6 a. Siguiendo esta notacion , @ médulo de un vector libre se suele

® ®
representar por { AB}/,/alba.

® ® ®
Ejercicio: Cdcular é médulo ddl vector librea =(2, 1) . Si AB esun representante de a ,
®
cdcular d ahgulo que AB formacon € ge OX+ .
Ejercicio: Averiguar S losvectoreslibres (3, 4) y (-6, -8) tienen d modulo direcciony
sentido .

Sumadevectoreslibres:

® ®
1° Gré&ficamente : parasumar los vectoreslibres a , b se procede de Iasigui ente forma'

partiendo de un punto A cudquieradd pl ano setrazaun rqor&eentante AB del vector a Y
con origen en B e traza un representante BC del vector libre b El vector libre c cuyo

representante AC vadd origen dd primero a extremo del segundo , esd vector suma. Esta
formade definir & vector sumasellama regla del paradogramo .

® ® ® ®
2 Anditicamente: 5 a= (x1,X2)y b= (y1,y2) sellanasuma a+ b d vector libre de

®
componentes € = (Xy + Y1, X2 + o)



® ®
Cuedtién: S un vector libre atiene médulo 3y otro b médulo 4, que puedes decir del
® ®
médulode a+b .
Solucion : pues que d modulo esta comprendidoentre 1y 7.

Producto de un nimero real por un vector libre

1° Gréficamente : S multiplicamos un vector por un nimero real |0 que obtenemos es otro
vector delamismadireccion , y del mismo sentido ( en € caso de que sea positivo) . El
maodulo se obtendra de multiplicar € valor absoluto del nimero redl , por € médulo del vector

® ®
2° Anditicamente: 9 a= (X, X») sellamaproducto del nimero red k por € vector a, d
®
vector b =k- a = (kx; , kxp)

Aplicaciones:

1° Calcular 1as coordenadas de |os puntos que dividen un segmento AB en dos o tres partes
iguaes.

Ejercicio: Cdcular las coordenadas del punto medio entre A(1,2) y B(3, 8) .

2° Calcular  simétrico de un punto respecto de otro .

Ejercicio: Cdcular  smétrico del punto (6, -2) respecto del punto (-8, 4)
Producto escalar de dos vectores libres



El procucto escalar de dos vectores a 'y b esun nimero que resulta de multiplicar sus modulos
por € coseno del &ngulo menor que forman , es decir :

a-b=/al bl cosa
I nterpretacion geométrica :
El producto escalar de dos vectores esigua a modulo de uno de ellos por la proyeccion del
otro sobre d .

a

b -cosa a

a-b =/al - Proy,b (proyeccion deb sobre a)
Consecuencias :
Sa=hentoncesa-a=/a/ -/a/ -cosO=/a’ b /a/=-[asa |mportante
S los vectores son paralelosy con d mismo sentido: a-b =/a/ - b/ - cos0=/a/ - [/
s los vectores son pardelosy pero con diginto sentido: a-b =/a/ - /b/ - cos 180 = -/a/ -
/bl
s los vectores son perpendiculares se dice que son vector es ortogonales, s los vectores
son de modulo unidad selesllama vector es unitarios o normales, y S se cumpen las
dos cosas alavez selesllamavectoresortonormales :
perpendicularesP a-b =/al - /b/ - cos90=0
También se puede ver d revés, esdecir , cuando € producto escalar de dos vectores es cero
, entonces, o los vectores son nulos, 0 son perpendiculares.
Se puede cacular apartir de un vector a , otro vector u que tengalamismadireccion ,

mismo sentido , y seaunitario: u = % se puede ver facilmente que tienelamisma
a

direcciony sentido quea y esunitario porque
\/a-a \/a-a
—_ = =1
/a/ /a/ lal? asa

Ejercicio : Cdcular @ producto escdar delosvectoresa=(3,1)y b=(2, 2)
Ejercicio : Cdcular un vector unitario que tengaladireccion y sentido de (4, 5)

u/=Aueu =

Combinacién lineal de dos 0 mas vectores

Sellamacombinacion lineal delosvectoresa, b, c...... acadauno delosvectoresdela
fomau=aia+ab+ ... Por gemplo: (4,-1)=2(1,1) +1(2, -3) enestecaso
diremos que (4, -1) escombinacion lined de (1, 1) y (2,-3) . Hacer un

Vector es linealmente dependientes e independientes

Se dice que un conjunto de vectores son lineal mente dependientes cuandocada uno de ellos
puede expresarse como combinacion lineal de los restantes . En caso contrario se dice que
son independientes . Laforma de comprobarlo esigualar a vector cero una combinacion
lineal detodosdlos, s no todos |os coeficientes son nulos entonces son dependientes, en
Ccaso contrario son independientes .



Sistema de generadores

Un conjunto de vectores se dice que es un sistema generador S y solo s todo vector del
espacio se puede expresar como combinacion lined deelos.

Por gemplo  vector (1, 0) y (0, 1) son Sistema de generadores de R® ya que cuaquier
vector se puede expresar como combinacion lineal de dlos:

(-8,3)=-8(1,0) +3(0, 1) Hacer un dibujo para que se comprenda.

Para demostrar que son generadores se iguala una combinacion lined de elos a un vector (a,
b) , g d resolver d 9 stema podemas poner cualquier valor deay b, entonces es que son
sstema de generadores ya que generan cuaquier vector .

Base

Un conjunto de vectores se dice que forman una base cuando son :
- dstema de generadores

- lined mente independientes

Coordenadas de un vector respecto de una base

SeaB ={u, uy} unabase, s everificalaiguaddad : x = Xu; + XU, entonces alos
coeficientesx; Yy % selesllama coordenadas de x respecto delabase B y componentes de x
axius, Xolp .

Ejercicio : Comprobar que (-1, 1) y (2, -1) forman unabase . Cacular |as coordenadas de
(1, 2) respecto de esta base . Hacer un dibujo para que se comprenda.

Tiposimportantes de bases

- Se dice que una base es normada cuando |os vectores que la forman son unitarios, es decir
de mddulo unidad /u,y/ = fu,/ =1.

- Se dice que una base es ortogonal cuando |os vectores son ortogonales o perpendiculares
entres, porlotantou; - U2 =0

- Se dice que una base es ortonormal cuando es normaday ortogona alavez .

Cambiodebase

El problema que vamos aresolver se enunciaasi :

Conociendo las coordenadas (x; , X,) del vector u en labase B = {u; , w} hdlar las
coordenadas (X, , X)) deuenlabaseB' ={u,', W'}

Para resolverlo se precisa conocer la expreson de los vectores de la primera base en funcion
de los de la segunda base o viceversa :

Ur = aulh' + aplp'

Uy = @y’ + &y’

Entonces:

U = XUrtXeUz = Xi(au1U1' + awalk’) + Xo(@aUi' + @2U2) = (Xiau+tXe8er)Us' +(XiduotXode2)u2'
Pero por otro lado :

U = XUy XU,

Comparando las dos iguadades :

X1' = Xau + Xeder

Xo' = X812 + X2



que son las férmulas del cambio de base .

Ejercicio : Se sabe que € vector u en labase B tiene por coordenadas (3, 1) , es decir
u = 3u: + 1u. . Halar las coordenadas de u respecto de la base B' sabiendo que :

Ui =2u + uz

U, = ' - 4u,

Hacer un dibujo del problema. Poner en los geslabase B'.

Expresién analitica del producto escalar

SeaB ={u;, Uy} unabase,y uy v dos vectores cuaesquiera que se pueden expresar Como
combinacion lined delos vectores de labase .

U= XU+ Xolk

V = YU + Yol

Por |o tanto tendremas que :

U-V = (XUp + Xl ) - (Yils + Yalb ) = Xplua” + Yiyaluo? + (%Y + Xoy1) Uyl
S labase eshormada:

U -V = XXt V1Yo + (XY2 + XeY1)uiuz

S labase es ortogond :

U -V = X/Uy/? + VYol l?

S labase es ortonormd : ( Caso masimportante y mas sencillo)

U-v =XX + Yy

Ejercicio: Cdcularu -v ,dendou=2u; -3, =(2,-3) yv=u;+u, = (1, 1) enlos
sguientes casos :

a) U , U Son dos vectores de modulo 2 y 3 respectivamente y forman 30°

b) u; , U, son dos vectores unitarios que forman 45°

C) U , U, Son dos vectores ortogonaes, de modulos 3y 4 respectivamente

d) u1, U2 Son dos vectores ortonormales .

Expresion analitica del modulo de un vector

Y avimos anteriormente que € médulo de un vector era:

uu = /ululcos0= lu? b ful= +/ueuporlotanto:

Tul ={ (Xals + XUy ) - (Xl + XUz ) 12 = { X Fusf? + %%IUoF + 2XaxeUal; }H2

En € caso de que sea una base normada:

Ul = { X2 + %™+ 2xxeUite } 2

Base ortogond :

I ={ xFuyf” + %2l } 2

Base ortonormd:

Il ={ xa* x* } 2

Expresion cartesiana del coseno del angulo que forman dos vector es
uev

lulelvl

Suponiendo € caso mas sencillo, que es € de una base ortonormd , tendremos :

cos(u ,v) =



XY1 T XY,
\/Xlz + Xz2 'N/Y12 +y22
En & caso de que v seaun vector delabase ortonormal , @ cos se llama coseno director y
es e coseno dd dngulo que formad vector u con € vector delabase v .
Ejercicio : Cdcular € angulo que forman entresi , losvectores: u(2, 1) y v(-1, 3) sabiendo
gue estas coordenadas estén expresadas respecto de una base ortonormal B = {u., uz}, es
decir :
u=2u; + 1u,
v=-1u;+ 3w

cos(u,V) =

2+(-)+1+3_ 1
J5¢J10 450

Hacer un dibujo suponiendo que la base ortonormal es lacanonica.

cosa =

= 014 luegoa =818

Ejercicios:

1°SeaB = {uw, uz} unabaseta que/u/ = /u./ =2y forman 60°. Cacular :

a) Modulo del vector u = 2u; + 3, .

b) Producto escalar delosvectoresu = 2u; - U,y v =-4u; + 3,

c) Vdor dek paraque los vectoresu = 11u; + kKu, y v = u; + 2U, Sean ortogonaes .
d)cos(u,v)sendou=2u -U2y V=-U1 + lp

2° Responder alas preguntas anteriores pero suponiendo que seaB ={u, , U} unabase
ortonormal .

Sistema dereferencia
Un sstemade referenciaen d plano estaformado por un punto O que se llamaorigen del
sistema, y por dos vectores que condtituyen labase del sstema.

Cambio desistema dereferencia
Vamos a plantear € sguiente problema : consderemos dos sistemas de referenciaen @ plano
S=O;u,WnL)yS =0, w').Sesabequed punto P tiene de coordenadas (x; , X2)
respecto de S. Calcular las coordenadas de P respecto de S .

P

O\

LardacionentreBy B'es:

Ur = aulh' + aouy'

Uz = &l + 3ol

L as coordenadas de O respecto de O' son (a, b)
Fjandonosen d dibujo :



O'P=00+0P

Por lotanto:

XqUp'+Xolp' = aly’ + buy' + XUy + XU = aly' + buy' + Xg(anUsy' + aualk') + Xa(&alh' +
avol2') = (a+ X1 + Xedpr)Ur' + (b + X182 + Xo2)U2 .

Comparando € principio con € find :

X' = a+ Xgaug + X1

Xo' =D+ Xx@uo + X8

Ejercicio : Se conocen las coordenadas (-1 , 3) de un punto P respecto dd ssemade
referencia S . Se sabe ademas que O' tiene de coordenadas (2 , 4) respecto de O . También

sesabeque:
Uj_' = '2U2
U2’ =-UL + Uz

Calcular las coordenadas de P respecto de S .
Hacer un dibujo .

Cambio de sistema de referencia ortonor males

En € caso de que las bases sean ortonormales , podemos calcular las coordenadas de v, y u.
en funcion del angulo que forman con losvectores u;'y uy' .

Up = @iy’ + aply'

U2 = galh' + aoly'

U; =cosa U, - sera U,
Uz =sema up' + cosa U2
L uego tenemos:

X' = a+ x,cosa + X.sena
Xo' = b - X;8ena + x,cosa

En € caso de que haya una tradacion de ges, las bases siguen sendo las mismas, solo
cambiad origen, haciendoa =0

X' =a+X;

X2'=b+X%

En € caso de que haya unarotacién de ges , los origenes coincideny (a, b) = (0, 0) por lo
que:

X;' = XC0sa + X2
Xo' = - X1 Sena + X.cosa

Ejercicio : Cdcular las coordenadas de P respecto de S = (O';u," , W' ) sabiendo que
respecto de S=(O;u; , U, ) son (3, 4) y que S esta girado 45° respecto de S . Se supone
gue los sistemas son ortonormales .



PROPIEDADES METRICAS DEL PLANO

Ecuaciones delarecta

Como se puede comprobar en € dibujo :

x=a+td dendotl R Ec vectoria delarecta

Puesto que estamos utilizando un sstema de referenciaS = (O)u, , U, ) entonces tendremos :
X,¥Y)=(Xo,Yo) +1(dh ,dy) P x=X+td; Ec paramétricas de larecta
Y =VYo+td>

Despgando t eigualando :

X- Xo _ Y- Yo
dl d2

Ec continuade larecta

Nota: en el caso de que d: 0 d. sean 0 entonces significa que los vectores directores son
parddosalosgesy por tanto, s d; = 0 entonces X = % = cterectaparalelaal gey que
pasapor X =3,y andogamente parad, =0 .

S pasamostodo d mismo miembro :

dox - Ay -XoGotyod; =0 b [AX+By+C=0| Ecgened delarecta
siendo A = dzy B= 'dl
Se puede observar que A y B no son mas que las componentes de un vector perpendicular a
vector director yaque (di,d2)-(A ,B) =(d1,d2 )-(ck ,-di) =0

S enlaec generd despgamos Cy dividimos por -C obtenemos :




L+L:1 [} 5+l:1 Ec candnica o segmentariade larecta
¢ c a b
A B

en este caso ay b son los puntos de corte con los ges .
S en laec continua pasamos los denominadores a un miembro y los numeradores a otro
obtenemos :

Y- Yo _Go _ m | Ecenlaformapunto pendiente

X=X, 1

Si despgamoslay en esta ecuacion :

y=mx -Xgm+y, P | y=mx+n| Ecexplicitadelarecta

En esta ecuacion lam nos dalainclinacion de larectay n nos dalaordenadaen  origen o
punto de cortecon € gey .

Ejercicio : Cdcular lastodas las ecuaciones de larecta que pasa por los puntos A2, 3) y (-1
1) .

Posicion relativa de dos rectas en € plano

Puede ocurrir 3 casos:

a) Que sean pardelas:

- Los vectores directores son dependientes o paralelos o proporcionaes , pero ningun punto
pertenece alasdosrectasalavez .

- Tienen la misma pendiente m pero distinto n

- Lardacion entre los coeficientes de la ec genera es A/A'=B/B't C/C'

b) Que sean coincidentes:

- Los vectores directores son paralelos y 10s puntos pertenecen alas dosrectas alavez .

- Tienen lamigma pendientey n

- Lardacion entre los coeficientes de la ec generd es A/A'=B/B'=C/C'

C) Secorten :

- Los vectores directores no son paradelos

- Didintam

- Lardacion entre los coeficientes de laec generd es A/A™ B/B'

Un caso particular de rectas que se cortan es € de rectas perpendiculares , veamos cuales son
las condiciones para que dos rectas sean perpendiculares

Si larectar tiene de vector director (d; , d,) unarecta perpendicular aelatendra de vector
director (-d, , d;) como yavimos por |o que obtendremos :

rectar rectaparaldaar recta perpendicular ar
Ax+By+C=0 Ax+By+C =0 -Bx+Ay+C=0
y=mx+n y=mx+n y=(C-Vmx+n
(X, ¥)= (%, Yo) +1(dh, dp) [(X,¥)=(X0,Y'0) +1(dh,ds) [(X,Y)=(Xo,Y')+¥(-d,,ds)




Ejercicio : Cacular la ecuacion de larecta que pasapor € punto A(3, -2) y es perpendicular
alarectar® 5x- 3y +2=0.
Cdcular tambien unarecta pardelaary que pase por A .

Digtancia entre dos puntos
Ladistancia entre dos puntos A y B es smplemente € médulo del vector que va desde A
hestaB o a revés . Por lo tanto :

d(AB) = (x, - x.)*+(y, - v.)°

Distancia entre un punto y unarecta

Para cdcular la distancia minima (perpenduicular ) de un punto P aunarectar podriamos
seguir los Siguientes pasos :

- cacular unarectar' perpendicular ar que pase por P

- cacular @ punto de interseccion Q entrer y r'

- cdcular ladiganciaentre Py Q

Parasmplificar las operaciones se utilizala sguiente formula :
rs
-’\F}?@,yo)

zzf’zzz(xl,Y1)

°Ax+By+C=0

dy,dy)

PD-u=PD-1-cosa =PQ=d(P,Q)
Por otro lado :

PD U= (G- %, Ga - Yol ) = Z2%X0” BYo T (A4, * B,)
_\/AZ +BZ _\/A2+BZ ‘\/A2+BZ

Puesto que D pertenecear :

-AXq- By, - C
PD-u= == —2—~ = d(P.Q)

JA? +B?

Puesto que la distancia debe de ser positivatomaremos € valor absoluto :

dPr) = 2%t BYo* €,

JAZ? +B?2

Ejercicio : Cdcular ladiganciadd punto P (2, -3) alarectar® y=4x -10

Distancia entre dos rectas

Para calcular la distancia entre dos rectas debemos de comprobar S son pardéeas, después
debemos de obtener un punto una de dlasy por Ultimo cacular la distancia de este punto ala
otrarecta.



Ejercicio : Cdcular ladiganciaentrelasrectasr® 2x +5y -8 =0y r'° -4x -15y +10=0

Angulo entre dosrectas

Se llama angulo entre dos rectas secantes d menor de |os angulos que determinan dichas
rectas, o lo que eslo mismo, d menor de los &ngulos que forman sus vectores directores , 0
lo que eslo mismo , a menor de los angulos que forman sus vectores perpendiculares .

n

u

nen"  _ /AA' + BB'/
Infein'l JA2+B2e\A2+B?

cos(r,r)=cos(u,u’)=cos(n,n’) =

Ejercicio : Cdcular d angulo que forman lasrectas :
X-1_y+2 y ro xX_y-3
3 4 12 5

rO

Ecuacion de las bisectrices de los angulos que deter minan dos rectas

Se llama bisectriz de un angulo ala semirecta que tiene por origen d vértice del ahguloy
divide a éte en dos partesiguaes . Todos los puntos que pertenecen ala bisectriz poseen la
propiedad de equidistar de los lados del angulo .

Por ser P un punto de labisectriz, ladistanciade Palasrectasr y r' debe de coincidir por lo
que:

/Ax +By +C /A'x +B'y +C'/
Quitando los vaores absolutos , obtendremos dos soluciones que son |as ecuaciones de las

dos bisectrices :
0Ax +By +C A'x +BYy +C

' JAZ? + B2 B JAZ+B?

o AX +By +C _ A'x +BYy +C




Estas ecuaciones se pueden poner en forma generd multiplicando en cruz .

Ejercicio : Cdcular laecuacion de las bisectrices de los angulos que determinan las rectas r ©
X-4y+5=0y r° e6x+8y+1=0.

Areadeun triangulo

BI

IAB/ =[AB'/

h=/AC/sna

a
A B

Area=1/2-/AB/-h=1/2-/AB'/-IAC/ sena =1/2 - /AB'/ -/AC/ cosb =

=1/2- /AB' - AC/ donde setomavaor absoluto para que no slga un &rea negativa.

Ejercicio : Cdcular d &eadd trigngulo de verticesA(1, 2) B(-1,4) y C(2, 0) .



