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SUCESOS ALEATORIOS

Experimento aleatorio : es aquel que se caracteriza porque a repetirlo bajo andlogas
condiciones jamés se puede predecir €l resultado que se va a obtener . En caso contrario
se llama experimento determinista .

Espacio muestral E : ( de un experimento aeatorio ) es e conjunto de todos los
resultados posibles del experimento .

Suceso de un experimento aleatorio : €s un subconjunto del espacio muestral . Puede
haber los siguientes tipos :

- suceso elemental

- suceso compuesto ( de varios sucesos elementales)

- SUCesD seguo

- suceso imposible

- suceso contrario

Oper aciones con sucesos:
Union de sucesos : la union de dos sucesos A y B es @ suceso que se redliza cuando
seredizaA 6B
I nter seccion de sucesos : lainterseccion de A y B es € suceso que serediza
cuando se realizan simultaneamente los sucesos A y B . Cuando es imposible que
los sucesos se realicen simultaneamente se dice que son incompatibles . Si

.. B . entoncesson incompatibles. En caso contrario se dice que son
compatibles .

Propiedades:
Union I nterseccion
Asociativa (AEB) ECCAE(BEC) | (AcB) cC=ACc(BCO
Conmutativa AE B=BE A ACB=BCA
| dempotente AE A=A ACA=A
Simplificativa AE (BC A=A
AC BE A=A
Distributiva AEBCOC=AEB)C (AEQ
A(BE C)=(AcB) E(ACCO
Suceso contrario AE A=E | ACA=F




Sistema completo de sucesos: Se dice que un conjunto de suceesos A1 , Az
....... constituyen un sistema completo cuando se verifica:

- Al E Az E.... =E

- AL Ao, son incompatibles 2 a 2.

Al A

PROBABILIDAD

Ley delos grandes nimeros : La frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse
en torno a un nimero , a medida que & nimero de pruebas del experimento crece
indefinidamente . Este nimero lo llamaremos probabilidad de un suceso .

Definicién clasica de probabilidad : (regla de L aplace)
o(A) = n°de casos favorables

n°de casos posibles
( para aplicar esta definicidn se supone que |os sucesos elemental es son equiprobables )

Definicién axiomética de probabilidad : ( Kolmogorov ) Sellama probabilidad a una

ley que asocia a cada suceso A un nimero real que cumple |os siguientes axiomas :

1. Laprobabilidad de un suceso cualquiera del espacio de sucesos siempre es positiva,,
esdecir p(A) 2 0

2. Laprobabilidad del suceso seguroes 1, esdecir, p(E) =1

3. Laprobabilidad de la union de sucesos incompatibles esigual alasumade
probabilidades de cada uno de ellos, 0 sea, p(A E B) = p(A) + p(B)

Consecuencias de los axiomas :
- p(A)=1-PA)
- p(F)=0
- 0E£p(A)£1
- S Al B p(A)£p(B)
- Silossuceso son compatibles: p(A E B) = p(A) + p(B) - p(AC B)
Para €l caso de tres sucesos compatibles seria:
P(AE BE C) =p(A) + p(B) + p(C) - p(ACB)-p(ACC)-p(BCC) + pf(ACBCC)

Probabilidad condicionada p(A/B) : Se llama probabilidad del suceso A

condicioniado por B a la probabilidad de que se cumpla A unavez que se ha verificado
eB.

PACB)

/B) =
P(A/B) o(B)




b b+c
B) =
a+b+c P(E) a+b+c

b
P(ACB)= P(A/B) = bic
+C

Otraforma de ver laformulaes :
P(A C B) = p(B) - p(A/B) = p(A) - p(B/A) =p(BC A)

Generalizando : p(AC BC C) =p(A) - p(B/A) - p(C/IAC B)

Ejemplo :
Hombres Mujeres
Fuman 70 40 110
No Fuman 20 30 50
90 70 160

p(H) = 90/160 p(M)=70/160  p(F)=110/160  p(NF) = 50/160
P(H/NF)=20/50  p(H/F) =70/110 p(M/NF) =30/50  p(M/F) = 40/110
p(H C F) =70/160 = p(F) - p(H/F) = (110/160) - (70/110)

Lo mismo se podria hacer con color de ojos ( marronesy azules) y color de pelo (rubio
y castafio) .

Sucesos independientes : dos sucesos A y B se dice que son independientes s
p(A) = p(A/B) . En caso contrario , p(A) * p(A/B) , se dice que son dependientes .

Probabilidad de la interseccion o probabilidad compuesta :
- Si los sucesos son dependientes p(A C B) = p(A) - p(B/A) = p(B) - p(A/B)
- S los sucesos son independientes p(A C B) = p(A) - p(B)

Ejemplo : s d extraer dos cartas de una bargja lo hacemos con devolucibn tendremos
dos sucesos independientes , p(A C B) =p(A) - p(B) pero si 1o hacemos sin devolucion
ahora s son dependientes p(A C B) = p(A) - p(B/A) .

Teorema de la probabilidad total : seaun sistema completo de sucesosy seaun
suceso B tal que p(B/A;) son conocidas , entonces :

PB) = (B C A1) + P(BC A2 + ......=Q PBCA,)

Al A2 A A4
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Teorema de Bayes : seaun sistema completo de sucesos y sea un suceso B tal que
p(B/A;) son conocidas, entonces :

b(A. /B) =P L) PBIA)
a p(A)-p(B/A))

Ejemplo importante : Se va harealizar el siguiente experimento , se tira una moneda, s
sale cara se saca una bola de una urna en la que hay 4 bolas negras, 3 turquesay 3
amarillas , s sdle cruz se saca una bola de otra urna en la que hay 5bolas negras , 2
turquesay 3 amarillas .

NNNN
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Cara-- AAA
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T
AAA
N 4/10 p(CaraC N) = 1/2 - 4/10 =4/20
Caa 112< T 310 p(CaraCT) = /2 - 3/10 =3/20
A 3110 p(CaraC A) = 1/2 - 3/10 =3/20
N 510 p(CruzC N) =12 - 5/10 =5/20
Cruz sz< T 210 p(CruzG T) = 1/2 - 2110 = 2/20
A 310 p(CruzC A) = /2 - 3/10 =3/20

T2de la probabilidad total : p(N) = p(CaraC N) + p(Cruz C N) = 4/20 + 5/20 = 9/20

T2 ¢ Bayes : p(CaralN) = p(CaraG N)
p(CaraC N) +p(Cruz C N)
casos favorables entre casos posibles .

que no es ni ITés ni menos que

DISTRIBUCIONES DISCRETAS : DISTRIBUCION BINOMIAL

Variable aleatoria X : estodaley que asocia a cada elemento ddl espacio muestral un
nimero real . Esto permite sustituir |os resultados de una prueba o experimento por
nimeros y los sucesos por partes del conjunto de los nimerosreales.

Las variables aeatorias pueden ser discretas o continuas .

Por gemplo en el experimento aleatorio de lanzar tres monedas €l especio muestral es E
=[ CCC,CCX,CXC, XCC,CXX ,XCX ,XXC, CCC] . Supongamos que a cada
suceso le asignamos un nimero real igual a nimero de caras obtenidas . Estaley o
funcion que acabamos de construir la llamamos variable aleatoria ( discreta) que
representa el n° de caras obtenidas en € lanzamiento de tres monedas .

Consideremos el experimento que consiste en elgir a azar 100 judias de una plantacion
y medimos su longitud . Laley que asocia a cada judia su longitud es una variable
aeatoria ( continua).

Por g emplo al lanzar un dado podemos tener la varible aleatoria x; que asocia a cada
suceso € nP que tiene en la parte de arriba .



Por ggemplo al lanzar dos dados podemos tener la variable aeatoria X que asocia a cada
suceso € producto de los dos nimeros que tiene en la parte de arriba .

Funcién de probabilidad : ( de una variable aleatoria ) es laley que asocia a cada valor
de la variable aleatoria x; su probabilidad p = p( X = %).

Funcién de distribuciéon F(x) : ( de unavariable aleatoria) eslaley que asocia a cada
vaor de la varigble deatoria, 1a probabilidad acumulada de este valor .
F)=p (X £ x)

Media de una variable aleatoria discreta: m= é X" P;
Varianza de una variable aleatoria discreta: s2= § (x, - X)*p,

Ejenplo : en unabolsa hay bolas numeradas : 9 bolasconun 1, 5conun2y 6 con un 3
. Sacamos una bola y vemos que nimero tienen .
Lafuncion de pobabilidad es:

X 1 2 | 3

p | 920 5/20|6/20

Lafuncién de distribucbn es :

X 1 2 3

p | 9/20| 14/20 | 20120

La media es 1-(9/20)+2:(5/20)+3-(6/20) = 1'85
Lavarianzaes (1-185)2 - 9/20 + (2-1'85)2 - 5/20 + (3-185)2 - 6/20 = 072

Distribucion binomial : Una variable aleatoria es binomial s cumple las siguientes
caracteristicas :
1. Los elementos de la poblacion se clasifican en dos categorias, éxito o fracaso .

2. El resultado obtenido en cada prueba es independiente de | os resultados anteriores
3. Laprobabilidad de éxito y fracaso es siempre constante

Ejemplos : fumadores de una poblacion , n° de aprobados de la clase, dias de lluviaalo
largo de un afio , n° de caras d tirar una moneda, €tc .

Funcién de probabilidad p(X =r) =§§‘§ g g donde p es la probabilidad de
e

éxito , g la probabilidad de fracaso , n e numero total de pruebasy r € nimero de

éxitos.
ano
.

Funcion dedistribucion  p(X £ x) = p g

||QJ°
QHO

Media m=n-p

Varianza s®=n-p-q

Ejemplo : Se lanza una moneda 11 veces :



¢, Cud esla probabilidad de obtener 5 caras ?

¢, Cud esla probabilidad de obtener 5 0 menos caras ?
¢, Cuantas caras se obtienen por trmino medio ?

¢, Cudl es la desviacbn tipica ?

DISTRIBUCIONES CONTINUAS : DISTRIBUCION NORMAL

Funcién de densidad f(x) : cuando en un histograma de frecuencias relativas de una
variable continua aumentamos € n° de clases 'y por o tanto su amplitud es més pequefia
vemos que e poligono de frecuencias relativas se acerca a una funcién f(x) que
[lamaremos funcién de densidad que cumple las siguientes propiedades :
- fx)30

+¥
- ¢ (X)dx =1el areaencerrada bgjo la curva de lafuncidn esigual ala unidad .

-¥

b
- g (X)dx=p(a£ X £b) &reabago lacurva correspondiente a ese intervalo .

TF

Funcion de distribucion F(x) = p(X £ x) : cuando en un histograma de frecuencias
relativas acumuladas de una variable continua aumentamos € n° de clases y por lo tanto
su amplitud es més pequefia vemos que e poligono de frecuencias relativas acumuladas
se acerca a una funcion F(x) que llamaremos funcion de distribucion que cumple las
siguientes propiedades :

- Ha)= ad(x)dx:p(-¥£X£a) por lo tanto :

Ha£X£b) = (X)ck = F(b) - F@

- F(x) es nula paratodo valor de x anterior al menor valor de la variable aeatoriay es
igual ala unidad paratodo valor posterior a mayor vaor de lavariable aleatoria. Si
escontinuasedice que F(-¥ )=0y F(+¥ )=1

- Por ser una probabilidad 0 £ F(x) £1 .

- Esunafuncién creciente .



b
Media de una variable aleatoria continua : m= ¢x f(x)dx

a
b
Varianza de una variable aleatoria continua : s?= ¢yx - X)*f(x)dx
a

Distribucién normal : unavariable aleatoriaes norma s se rige segun las leyes del
azar . La mayoria de las distribuciones més importantes son normales . Por gemplo la
distribucion de los pesos de los individuos de cualquier especie , la estatura de una
pobablacion , T2 del mes de agosto a lo largo de 100 afios, la longitud de los tornillos
gue salen de unafébrica, etc .

No todas las distribuciones son normales por gemplo s clasificamos segin € nivel de
renta a los ciudadanos espafioles son muy pocos |os que poseen niveles de rentas altas y
en cambio son muchos los que poseen niveles de rentas bajas , por tanto la distribucion
no seria simétrica y en consecuencia no se adapta a modelo normal .

Funcion de densidad : una variable continua X sigue una distribucion nor ma de media
my desviacion tipica s , y se designapor N(r, s ), s cumple que

2
Jlgx-mo
1 e 2?3 B

sv2p

f(x) =

Podriamos comprobar que :

+¥ lox-md’ ¥ Lox-mo’
«q imemd Cop 1 e
X e®s odx=r x-m——=e %3 sdx=s?
¥ S2p ¥ sV2p

End

Niz,0'75)
2
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=it =t -1 o 1 Z 3 4 5
=

Para calcular los méximos y minimos deberiamos hacer :
Lgemg
1 e de(s P
sV/2p

f'(x)= xem f(x) , puesto que f(x) nunca puede vaer O entonces, s x = mf'(x) =0
S

f(x) =

por lo que serd un posible maximo o minimo .
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Conviene observar que cuando la desviacién tipica es e evada aumenta la dispersion y
se hace menos puntiaguda la funcion ya que disminuye la altura del méximo . Por €
contrario para vaores pequefios de s obtenemos una grafica menos abiertay més dta.
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Cuando m=0y s =1, N(0,1) sedice que tenemos una distribucion norma reducida,
estandar o smplificada .

1] X
-z -1 o 1 2z
x L mg?
Funcién dedistribucion : F(x) = g——==¢€ *° ?dx=p(X £x)
vS2p

Distribucion Normal Estandar N(0,1) : Ladistribucion N(0,1) se encuentra tabulada,,
lo cual permite un calculo rapido de las probabilidades asociadas a esta distribucion .
Pero en genera lamedia no suele ser 0, ni lavarianza 1, por lo que se hace una
transformacion que se llama tipificacion de la variable , que consiste en hacer €
siguiente cambio de variable :

_X-m

S



apartir del cual obtenemos unavariable Z que s es N(0,1) y que por lo tanto podemos
calcular sus probabilidades .

1

(2)°

F)= g——e? s-dz
= s«/_
Ejemplo : s tenemos N(2,4) y queremos calcular p(x<7) entonces :
P(X<7) = pge<_2 %9_ p(z< -5/4) = 0'1056

Maneg o detablas: pueden presentarse |os siguientes casos :
p(z<1'45) = 0'9265

p(z<-1'45) = 00735

p(1'25<z<2'57) = 01005

p(-257<z<-1'25) = 0'1005

p(-0'53<z<2'46) = 0'695

Utilizacion conjuntade my s
En (mts) et d 6826% de los datos ya que :
p(Ir- S <X<m+S) = p?%%z w—p( 1< Z < 1) = 0.6826
e [%)
Andogamente se puede comprobar queen (mx2s) esta e 954% de los datosy en
(m+ 3s) estael 997%.
Ejemplo : El C.I. de los 5600 alumnos de una provincia se distribuyen N(112,6) .
Calcular aproximadamente cuantos de ellos tienen :

a) mésdell?2 ... .2800 aumnos................ la mitad de los alumnos
b) entre106y 118 .......... 3823 aumnos................. este esel caso :(mzs)
c) entre106y 112 ........... 1911 alumnos

d) menosde 100 .............. 128 alumnos

€) masdel130................. 7 alumnos

f) entrell8y 124 ............ 761 alumnos

( ojo hay que multiplicar % obtenido en latabla por 5600/100, que sale de una regla de
tres)

Aproximacion normal para la binomial :
Cuando los vaores a calcular para la binomial superan a los de las tablas para obtener
un resultado aproximado se utiliza la distribucién normal , es decir , la variable
X-np
y =
+/Npa
El resultado es tanto més fiable cuanto mayor es el tamafio de la muestran y cuanto més
cercaestap de05.
Ejemplo : Se ha comprobado que la probabilidad de tener un individuo los ojo marrones
es 06 . Sea X lavariable aleatoria que representa e n° de individuos que tienen los 0jos
marrones de un gr upo de 1100 . Calcular p(X>680) y p(X=680)

D(X>680) =1 - p(X<680) = 1- p(y <22 10-06 y_ 1 _v<123) = 01003

4/1100-0'6-04
p(X =680) = p(679'5<X<680'5) se debe hacer asi puesto que en una variable continua
no tiene sentido calcular probabilidades de valores puntuales .

obedece a una distribucion N(0,1)



